MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS BS - SGC - EPFL

Séance d’exercice n°5 Lausanne

Contraintes

Exercice 1 : Petites rotations

Une barre rigide homogene de longueur L est initialement alignée le long de I’axe x du repere cartésien
(O, z,y). La barre est ensuite tournée d’un angle fini § autour de 'origine O, sans subir de déformation (la
longueur de la barre reste constante). La nouvelle position de la barre est donc orientée & un angle 6 par
rapport a 'axe x.

1.

4.

Exprimez le champ de déplacement u(X) des points de la barre en fonction des positions matérielles
initiales X = (X,Y) et de 'angle de rotation 6.

. Calculez le gradient de déplacement Vu, tenseur des petites déformations, le tenseur petite rotations.

Montrez que, malgré I’absence de déformation réelle, le tenseur des petites déformations prédit des
déformations non nulles pour cette rotation finie.

. Analyser si, pour des valeurs infinitésimales de I’angle de rotation 6, la déformation est négligeable

par rapport a la rotation.
Calculez le tenseur de Green-Lagrange E. Est-ce que il y a des déformations ?

Solution :

1.

3.

4.

la rotation rigide de la barre est donnée par :
r=Xcosf —Ysinf, y= Xsinf+Y cosb,

alors le déplacement s’écrit :

u=x—X = X(cosf —1) —Ysinf (1)

v=y—Y = Xsinf +Y(cosf —1) (2)
cos —1 —sind

Vu—< sin 6 0089—1> (3)

1 —
e:2(vll+vu;p):<cose 1 0 >

0 cosf —1
1 T 0 —siné
w=g(Vu-vu) = <sin9 0 > (5)

Pour des petites angles cosf ~ 1 — 62/2 et sinf ~ 6, donc la déformation est plus petite que la
rotation.

Le gradient de la transformation est

0x cos@ —sinf
F_87X_ (sin@ cosc9> (6)

ce qui signifie que F est une rotation et donc F'F = I. Donc E = (FTF —1)/2 = 0. Cet exemple
montre que la déformation infinitésimale de Cauchy ne doit pas étre utilisée en présence de rotations
finies du milieu continu.



Exercice 2 : Compatibilité

1. Le déplacement uy = sin(z1), uz = 21222, uz = cos(x3) correspond-t-il & un champ de déformations
compatibles ?

2. Soit la déformation €17 = éf(l’z,iﬁ:g), €22 = €33 = — % f(x2,73) et €12 = €13 = €23 = 0. Montrer que
pour que cette déformation soit compatible, f(z2,x3) doit étre linéaire.

Solution :

1. Le déplacement est continu et dérivable, on peut donc le dériver pour obtenir le champ de déformation

compatible.
2.
Pen | Pexm 5 ey Of(xg,x3) 0
81’22 8$12 axlal‘z N 018.1?22 N (7)
= f(z2,23) = a(ws)z2 + b(w3)
De méme,
82511 82633 82513
-2 =0 = d . 8
8:632 8:1312 011073 = f($27x3) C(xQ)xfi + (xQ) ( )
et,

82511 i 0 <8523 3512 8831)_0

9075 = 011 \ 011 - 0xs B 0xo
= f(w2,73) = e(w2) + g(73)

=a(zz) =a et c(z2)=c

(9)

On a donc axe = d(z2) = e(x2) et b(xsg) = cx3 = g(x3), f(xe,x3) doit donc étre linéaire pour vérifier
les conditions de compatibilités.

Exercice 3 :

Nous considérons un solide constitué d’un matériau élastique isotrope, dont la configuration de référence est
sa forme d’équilibre & la température Ty. On lui impose une température T (x) ou z est la position. On se
place dans le cadre des transformations infinitésimales. Les déformations sont de la forme :

e = (T (z) - To) (10)

S O =

0
1
0

_ o O

1. A quelle condition sur le champ de température T (z), le champ de déformation associé e est-il
géométriquement compatible ?

2. Le solide est désormais un cylindre de hauteur H et rayon R, avec R < H (cf. figure [1)).

On soumet le cylindre a un champ de température linéaire en x3 tel que

— T (x3s=H)=Ty+ AT

— T (35'3 == 0) == To

Le cylindre est libre (il n’est soumis & aucune condition au bord en déplacement) et on élimine les
mouvements de translation et de rotation du corps rigide. Calculer le champ de déplacement associé.
Indication : Les constantes d’intégration apparaissant dans les expressions de uy et us ne dépendent
pas de x1, xo ou x3. En revanche, la constante d’intégration de ug doit étre calculée.

3. A quelle condition sur la température '’hypothese des déformations infinitésimales est-elle justifiée ?

Solution :



e, e,

FIGURE 1 — Cylindre

1. Pour que ce champ de déformation soit compatible, il doit vérifier les conditions de compatibilité
cinématique de Saint Venant (Lai/Rubin/Krempl p. 102) :

82T(£) + 62T(E) =0 V3 ?é j

81:12 8:(:]2-
02T (z . .
8x§“§;]) =0 Vi 75 J
0T (z)
= — =0
0x?

7

En trois dimensions, ces relations impliquent que 7T'(z) soit linéaire : T'(z) = ax + bz + cxs.
2. e = aATz—h?I. En intégrant 11, €99 et €33, on a :

13

up = aAT 7 + fi(x2, z3)
ToX
ug = aAT qu + fo(z1,23)

2

X
= aAT 2
uz = o 2H+f3($1,1‘2)

D’apres l'indication de ’énoncé, on sait que f; et fo sont des constantes qui ne dépendent pas de 1,
x2 ou x3. Pour éliminer le mouvement du corps rigide, on a donc f; = 0 et fo = 0. Pour trouver f3
on utilise €13 = €93 =0:

€13 = % (8u1 + 8u3> = % (aATxl—i-af?’(xl’“TQ)) -0

drs | Oz H oxq
0f3(x1,x2) 2l
= 1 2 — _aAT—
6301 @ H
a?
= fg(xl,wg) = —OJATE + a(:rg).
De méme pour €23 = 0 on trouve :
3
fs(z1,29) = —aATﬁ + b(z1).
Par identification, on a :
2
x
a(xzg) = —aATﬁ
il



On obtient alors

1T
up = AT }13
ToL
uy = aAT ;{3
2 2 2
T5— x5 — X
— qATZ3 71 72
U= 2H

ou en coordonnées cylindriques u, = aAT™2, ug = 0 et u, = aAT%, a un mouvement de solide
rigide pres.

3. Pour que 'hypothese des déformations infinitésimales soit justifiées, il faut que ||Vul|| < 1. Le gradient
des déplacements en coordonnées cartésiennes est :

I3 0 1
Vu=—— 0 xs3 ) . (11)
—T1 —T2 I3
Il faut donc que chaque composante du tenseur soit inférieur a 1. Comme le cylindre est plus haut
que large (H > R), les termes maximums sont les termes diagonaux quand xz3 = H. Il faut donc :

a ATz3

<l = aAT<l (12)

Exercice 4 : Composantes du vecteur contrainte
La matrice représentant le tenseur contrainte au point O d’un solide vaut

2 -2 0
[o]=| -2 3 1| [N/mm?]
0 1 2

Trouver les composantes du vecteur contrainte agissant en O sur un plan paralléle au plan ABC :

Solution :

Le vecteur contrainte est donné par f = on, et d’'une maniere générale le vecteur unitaire normal au plan
ABC n peut étre posé comme B
~ ABxAC
=7 [[ABxAC]
Ici Péquation du plan est obtenue directement : z + 4 + 5 =1, le vecteur n est donc colinéaire a [1, %, %]
(penser a le normer).

Finalement, on obtient
£= -4,



Exercice 5 : Conservation de la masse
Etant donné le champ de vitesse suivant en coordonnées cylindriques :
v(r,0,z) = f(r,0)ey,
a partir du principe de conservation de la masse pour un matériau incompressible, déterminer la forme la
plus générale de la fonction f(r, 0, z) qui satisfait cette équation.

Solution : Pour un matériau incompressible, la vitesse doit satisfaire I’équation de divergence nulle :

V.v=0 = 1§(rv7~) =0 = rv, = constante = f(r,0) = }g(H). (13)
ror T

Le champ de vitesse radiale v, doit varier selon 1/r pour satisfaire la condition de divergence nulle en
coordonnées cylindriques pour un écoulement incompressible.

Exercice 6 :

Les composantes cartésiennes du tenseur contraintes o;; au point 0 d’un solide sont

SRR
V2 -1 3 [N/me]
-2 3 -1

Trouver

1. les contraintes normales principales,

2. la matrice des cosinus directeurs des axes principaux,
3. la contrainte normale moyenne,

4. le tenseur déviateur,

5. la contrainte tangentielle maximale

Solution :

1) Les contraintes normales principales sont les valeurs propres de la matrice de contraintes.
det[aij - )\51]] == det(g — )\l) =0

pour notre tenseur de contraintes on a

o1 —A 012 013 —4-X V2 -2
091 0922 — A 093 = V2 -1-A 3 =0
031 032 033 — A —V2 3 —1—X

on obtient le polynome :
A= 6N AN+ 24 = (AN A+ 6) = A+ 2)(-A+2)(A+6) =0
par conséquent les contraintes normales principales sont

o =2 N/m2, o= -2 N/m2, o = —6 N/m2, o1 > 011 > OIII

2) Pour trouver la matrice des cosinus directeurs des axes principaux, on calcule les vecteurs propres du
tenseur des contraintes :

(0ij — 6ijA)n; =0 avec n;n; = n% + n% + n% =1



ol A est une valeur propre et n; le vecteur des cosinus directeurs correspondant. Pour A = o; = 2 on obtient

—6n1 +v2n2 —V2n3 = 0 ny = é (V2n2 — v2n3)
\/§n1 —3ng+3ng = 0 = ng = N3
—\@Tﬂ +3n,—3ng3 = 0 n = 0

et en utilisant n;n; = 1 on trouve que :

pour A = o1 = —2 on obtient
—2n1 +2n2 —V2n3 = 0 —V2n1 = —ng+ng
\/§n1+n2—1—3n3 = 0 = ng = —N3
—V2n1+3n2+n3 = 0 ny = V2ny
et en utilisant n;n; = 1 on trouve que :
_ (_ﬁ _1 1)

ni = 2 9 2992

pour A = o777 = —6 on obtient
2n1 + 203 —V2n3 = 0 V2n1 = —na+ng
\/§n1 +5n94+3ng = 0 = noe = —ng3
—\/§n1 +3ny+5ng = 0 ny = —\/ing

et en utilisant n;n; = 1 on trouve que :

— (ﬁ _1 1)

LOTIT — 2 2979
Finalement, la matrice des cosinus directeurs des axes principaux devient

0 —V2 V2
[ ni nn nIII]:§ V2 -1 -1
V2 o1 1
3) La contrainte normale moyenne est déterminée par
1 1 1
To = 30ii = 5(011 + 092 + 033) = g(UI + o1 + o)

Dans notre cas, on obtient

1
0o = 3(01 + o1 + oq1) = —2 N/m?

4) Le tenseur déviateur des contraintes s;; est déterminé par
8ij = Oij — 000ij
ou o, représente la contrainte normale moyenne déterminée précédemment. Le déviateur devient

-2 V2 =2
[sij] = [oij — 00035l = | V2 1 3 [N/m?]
-2 3 1

5) Apres avoir déterminé les contraintes normales principales, on détermine la contrainte tangentielle maxi-

male par
01 — O1II
Tmax =
2
On obtient

Tmax = =4 N/m?



Exercice 7 :

Un barreau de section carrée 40 mm x 40 mm est soumis a une force de traction N = 16 kN. Déterminer
analytiquement, ’orientation a que ’on doit donner & un joint collé pour que la contrainte de traction n’y
excede pas 2 N/mm?; quelle est alors la contrainte tangentielle dans le joint ?

Y

joint collé

N = 16kN . < N = 16kN
<—r 777777777777777777777777 R N %» 7 T

section: 40 x 40 mm

Solution :

Tout d’abord, on doit évaluer le tenseur des contraintes dans la base initiale liée a la barre :

_ 16000 N 16000 N
40 mm -40 mm 1600 mm?

Oz =10 N/mm?, oy =0, Tay =0
On remarque qu’on est déja dans la base des contraintes principales, on a donc les contraintes principales
égales a :

01:10 N/mm2, 02:0

Pour trouver l'orientation o que I'on doit donner a un joint collé pour que la contrainte de traction n’excede
pas 2 N/mm?, on exprime le tenseur des contraintes dans une base d’orientation quelconque d’angle o par :

!
o =coct
ce qui donne :
, cosa  sina op 0 cosa —sina o1 cos? o —01 cos asin o
o = . . = . .
—sina  cosa 0 O sina  cos« —01 cosasino o1 sin? «

par conséquent,
o | o1 cos? a
7! —o01 cosasina

pour ¢ =2 N/mm? on obtient que v = £63.43° et 7 = +4.0 N/mm?

. CoS Qv .
(Ou simplement ¢’ = nton avec n = [ . ] le vecteur normal & la surface, et 7/ = tlon avec t =
sin «v
—sin« N
le vecteur tangent a la surface.)
Ccos Qv

Exercice 8 : Exercice 3, examen 2016

Dans cet exercice, on s’intéresse a une plaque rectangulaire trouée. Le trou est centré sur l'origine du repere
et est de rayon a. La plaque est d’épaisseur h. La plaque est soumise a une contrainte uniaxiale statique
0zx = constante = p a ses extrémités.

La solution pour un matériau élastique linéaire isotrope est connue :

2 2
(1 = ‘g) [1 + (1 - 3“2> cos 20}
r T

2 4
[1 + % — <1 + 3a4> coS 29} (14)
r r

2 2
g = ,g <1 - ‘;) (1 +3i2> sin 26

Orr =

000 =

™ NI



1. Vérifier que cette solution satisfait les conditions aux limites en contraintes.
2. Quel est I'endroit ou ogg est maximale ? Donner sa valeur.
3. Trouver ou dans la plaque 7.9 est maximale, et donner sa valeur.

Pour la suite, nous ne considérons que ’état de contrainte au bord du trou (r = a).

4. Donner ’emplacement et la valeur de la contrainte maximale de cisaillement 7,,x. Sur quel plan agit

elle?

5. Quelle est la valeur du facteur d’intensité de contrainte K = % ?
<] —>
< >
- .
< -

2a
]
th
Solution :

1. Sur le bord du trou, la structure est libre d’efforts. Ainsi, il faut vérifier que
VO, o(r = a)e, =0
VO, orr(r=a) =0et T9(r =a) =0

C’est bien le cas puisque lorsque r = a le facteur <1 — 7‘?—;) s’annule.

Il faut également vérifier les conditions aux limites en effort sur le périmetre de la plaque, c’est-a-dire
loin du trou. Ainsi, lorsque r tend vers I'infini et que § =0 ou @ = 7, on a bien o, = p.

2. On sait que cos 260 vaut -1 en 0 = 7. Par conséquent, ogg est maximum en r = a et 0 = £5 et vaut

3p.
3. Cherchons l'endroit dans la plaque ot 7,4 est maximum. sin 20 est maximum en 6 = 7 + km et
le produit (1 - f,’j) (1 + 3‘;—;) est maximum en ‘:—; = %, c’est-d-dire en r = av/3. A ce moment,

TT@(a\/ga _g + kﬂ-) 2?13

4. A présent, on se place au bord du trou. Les champs de contraintes deviennent :

o =0
ogg = p (1 —2cos20) (16)
Tro = 0

Le cisaillement maximal est 7,00 = %(01 —or7)

1
Tmazx = 5(0'1 - UII)

3p

Tmazx = ?

(17)



Elle agit sur le plan de normale — sin (%) e, + cos (%) €y

5. La contrainte maximale o4, est la contrainte calculée a la question 2. Ainsi

K — Omazx _ 099((17%) —3
Oxx p




